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This dissertation is devoted to the study of multilinear commutators and iterated
commutators of multilinear operators. It consists of two parts. The first part is
concerning with the multiple weighted norm inequalities for commutators generated by
the multilinear singular integrals with non-smooth kernels and 𝐵𝑀𝑂 functions. And
the second one deals with the strong type and weak type endpoint weighted estimates
involving the multiple weights for commutators of multilinear fractional integral opera-
tors with 𝐵𝑀𝑂 functions. Some previous results are improved or extended significantly.
Key words: generalized Calderón-Zygmund operators; commutators; maximal opera-
























研究, 如见 [1,8,21,30,32]等. 在 [32]中, Perez等证明了由𝑚-线性Calderón-Zygmund奇
异积分算子与BMO函数生成的累次交换子关于𝐴𝑃权类的加权Lebesgue空间的强型


















端点估计. 然而，我们发现 [8]中所给的𝐼 Σ⃗𝑏𝛼,𝑚的弱有界性并不成立. 随后，Chen和Xue




















定理2.1.1. 假设𝑇 是𝑚−𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中具满足假设(𝐻2)的核𝐾 的多线性算子，
?⃗? = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑚) ∈ 𝐵𝑀𝑂𝑚. 如果存在某些1 ≤ 𝑞1, · · · , 𝑞𝑚 < ∞ 和某个0 < 𝑞 < ∞ 其
中1/𝑞 = 1/𝑞1 + · · · + 1/𝑞𝑚，使得𝑇 是𝐿𝑞1(R𝑛) × · · · × 𝐿𝑞𝑚(R𝑛) 到𝐿𝑞,∞(R𝑛)有界的，则
对1/𝑚 < 𝑝 < ∞, 1 < 𝑝1, · · · , 𝑝𝑚 < ∞ ，1/𝑝 = 1/𝑝1 + · · · + 1/𝑝𝑚, 𝑃 = (𝑝1, · · · , 𝑝𝑚),
















定理2.1.2. 假设𝑇 是𝑚−𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中具满足假设(𝐻2)的核𝐾 的多线性算子，
?⃗? = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑚) ∈ 𝐵𝑀𝑂𝑚. 如果存在某些1 ≤ 𝑞1, · · · , 𝑞𝑚 < ∞ 和某个0 < 𝑞 < ∞ 其
中1/𝑞 = 1/𝑞1 + · · · + 1/𝑞𝑚，使得𝑇 是𝐿𝑞1(R𝑛) × · · · × 𝐿𝑞𝑚(R𝑛) 到𝐿𝑞,∞(R𝑛)有界的，则
对1/𝑚 < 𝑝 < ∞, 1 < 𝑝1, · · · , 𝑝𝑚 < ∞ ，1/𝑝 = 1/𝑝1 + · · · + 1/𝑝𝑚, 𝑃 = (𝑝1, · · · , 𝑝𝑚),






















定理3.1.1 令0 < 𝛼 < 𝑚𝑛, ?⃗? = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑚) ∈ (BMO(R𝑛))𝑚. 对1 < 𝑝1, · · · , 𝑝𝑚 < ∞,































定理3.1.2 给定𝛼, 0 < 𝛼 < 𝑚𝑛, 𝑞 = 𝑛/(𝑚𝑛 − 𝛼), 令𝐵(𝑡) = 𝑡 log(𝑒 + 𝑡), Ψ(𝑡) =
[𝑡 log(𝑒 + 𝑡𝛼/𝑚𝑛)]𝑞 及Θ(𝑡) = 𝑡1/𝑞 log(𝑒 + 𝑡−𝛼/𝑛).如果?⃗? = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑚) ∈ (BMO(R𝑛))𝑚
且?⃗? ∈ 𝐴((1,··· ,1),𝑞), 则存在一个依赖于‖𝑏𝑖‖BMO (𝑖 = 1, · · · ,𝑚)的常数𝐶 使得
𝑣𝑞?⃗?
(︁





















































定理3.1.4 假设𝛼, 𝑞, ?⃗? = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑚), ?⃗? = (𝑤1, · · · , 𝑤𝑚) 和𝐵(𝑡) 如定理3.1.2所
述.令̃︀Ψ(𝑡) = [𝑡(log(𝑒 + 𝑡𝛼/𝑚𝑛))𝑚]𝑞 及̃︀Θ(𝑡) = 𝑡1/𝑞(log(𝑒 + 𝑡−𝛼/𝑛))𝑚.则存在一个依赖
于‖𝑏𝑖‖BMO (𝑖 = 1, · · · ,𝑚)的常数𝐶 使得
𝑣𝑞?⃗?
(︁




































(𝑚)(𝑡) := 𝐵 ∘ · · · ∘𝐵⏟  ⏞  
𝑚
(𝑡).






















令𝑇 : 𝒮(R𝑛)×· · ·×𝒮(R𝑛) ↦→ 𝒮 ′(R𝑛)是一个𝑚−线性算子. 称一个定义在(R𝑛)𝑚+1中
对角线𝑥 = 𝑦1 = · · · = 𝑦𝑚之外的局部可积函数𝐾(𝑥, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑚)为𝑇的一个伴随核，如
果











supp𝑔 = ∅的𝑓1, · · · , 𝑓𝑚, 𝑔成立.在本章中，我们假定
核𝐾满足如下尺寸条件：




𝑘,𝑙=0 |𝑦𝑘 − 𝑦𝑙|)𝑚𝑛
(2.1.2)
对某个𝐴 > 0 和所有关于某个𝑗 ∈ {1, 2 · · · ,𝑚} 有𝑦0 ̸= 𝑦𝑗 的(𝑦0, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑚) .







[𝑏𝑗, 𝑇 ]𝑗(𝑓1, · · · , 𝑓𝑚), (2.1.3)
和累次交换子𝑇Π?⃗?:
𝑇Π?⃗?(𝑓) := [𝑏1, [𝑏2, · · · , [𝑏𝑚−1, [𝑏𝑚, 𝑇 ]𝑚]𝑚−1 · · · ]2 ]1(𝑓1, · · · , 𝑓𝑚), (2.1.4)
其中𝑓 = (𝑓1, · · · , 𝑓𝑚)，每一𝑇 𝑗𝑏𝑗是𝑏𝑗 和𝑇 关于𝑇的第𝑗个分量的交换子，即
𝑇 𝑗𝑏𝑗(𝑓) = [𝑏𝑗, 𝑇 ]𝑗(𝑓1, · · · , 𝑓𝑚) = 𝑏𝑗𝑇 (𝑓1, · · · , 𝑓𝑗, · · · , 𝑓𝑚)− 𝑇 (𝑓1, · · · , 𝑏𝑗𝑓𝑗, · · · , 𝑓𝑚).


























(𝑏𝑗(𝑥)− 𝑏𝑗(𝑦𝑗))𝐾(𝑥, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑚)𝑓1(𝑦1) · · · 𝑓𝑚(𝑦𝑚)𝑑𝑦1 · · · 𝑑𝑦𝑚,
(2.1.6)
当𝑥 /∈ ∩𝑚𝑗=1supp𝑓𝑗 且𝑓1, · · · , 𝑓𝑚是具有紧支集的𝐶∞函数.上述相关记号引用自 [32]，也
可参见 [27,33]等.
显然，若𝑚 = 1，𝑇Σ⃗𝑏 = 𝑇Π?⃗? 就是Coifman, Rochberg 和Weiss 在 [7]中引入的线性
交换子[𝑏, 𝑇 ]. 因其在函数空间刻划和偏微分方程研究中有着许多应用，而受到广泛关
注（见 [5,6,15,23]）.相应的多参数形式也得到研究（如 [14,25]等）.
对多线性的情形，Pérez 和Torres ([33]) 证明了如果𝑇 是𝑚-线性Calderón-
Zygmund 算子，则𝑇Σ⃗𝑏 是从𝐿
𝑝1(R𝑛) × · · · × 𝐿𝑝𝑚(R𝑛) 到𝐿𝑝(R𝑛) 有界的，其中1 <
𝑝1, · · · , 𝑝𝑚 < ∞，1/𝑝 = 1/𝑝1 + · · · + 1/𝑝𝑚 且𝑝 > 1. Tang ([34])得到了𝑇Π?⃗? 关于经
典𝐴𝑝 类的加权有界性（事实上，Tang建立了𝑇Π?⃗? 关于向量值形式的相应结果）.最
近，Lerner 等([27])和Pérez 等([32]) 将上述结果推广为如下形式：
定理A 令𝑇 是一个𝑚-线性Calderón-Zygmund算子; ?⃗? = (𝑤1, · · · , 𝑤𝑚) ∈ 𝐴𝑃 且𝑣?⃗? =
Π𝑚𝑗=1𝑤
𝑝/𝑝𝑗


















































些1 ≤ 𝑞𝑗 < ∞，它可延拓成一个𝐿𝑞1 × · · · × 𝐿𝑞𝑚 到𝐿𝑞上的有界多线性算子，其
中1/𝑞 = 1/𝑞1 + · · ·+ 1/𝑞𝑚，而且核𝐾 满足(2.1.2) 及正则条件




𝑘,𝑙=0 |𝑦𝑘 − 𝑦𝑙|)𝑚𝑛+𝜖
, (2.1.10)
当0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 且|𝑦𝑗 − 𝑦′𝑗| ≤ 12 max0≤𝑘≤𝑚 |𝑦𝑗 − 𝑦𝑘|.我们将所有满足(2.1.2) 和(2.1.10) 的
核𝐾构成的集类记为𝑚− 𝐶𝑍𝐾(𝐴, 𝜖).
在本章中，我们继续考虑这两类交换子𝑇Σ⃗𝑏 和𝑇Π?⃗? ，但是将正则条件(2.1.10)用
如下的假设(H1) 和(H2) 所给的核𝐾 的弱正则条件代替. 这些假设是Duong 等在 [10,
11]中引入的.一个满足这些假设的重要例子是𝑚-阶Calderón交换子.
令{𝐴𝑡}𝑡>0 是一族积分算子，它们起着恒等逼近的作用（见 [13]）. 我们总假











其中𝑠 是一固定正常数，ℎ 是一正的，有界，递减函数且满足：对某个𝜂 > 0,
lim
𝑟→∞
𝑟𝑛+𝜂ℎ(𝑟𝑠) = 0. (2.1.12)
𝑚-线性算子𝑇的𝑗-次转置𝑇 *,𝑗定义如下：
⟨𝑇 *,𝑗(𝑓1, · · · , 𝑓𝑚), 𝑔⟩ = ⟨𝑇 (𝑓1, · · · , 𝑓𝑗−1, 𝑔, 𝑓𝑗+1, · · · , 𝑓𝑚), 𝑓𝑗⟩ (2.1.13)
对所有𝑓1, · · · , 𝑓𝑚, 𝑔 属于𝒮(R𝑛).注意到𝑇 *,𝑗的核𝐾*,𝑗 与𝑇 的核𝐾具有如下关系
𝐾*,𝑗(𝑥, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗, 𝑦𝑗+1, · · · , 𝑦𝑚) = 𝐾(𝑦𝑗, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑗−1, 𝑥, 𝑦𝑗+1, · · · , 𝑦𝑚).
如果一个𝑚-线性算子𝑇将Banach空间的乘积空间𝑋1 × · · · × 𝑋𝑚 映到另一Banach空
间𝑋，则置换𝑇 *,𝑗 将𝑋1 × · · · ×𝑋𝑗−1 ×𝑋 ×𝑋𝑗+1 × · · · ×𝑋𝑚 映到𝑋𝑗.并且，𝑇 和𝑇 *,𝑗
的范数相等.为了保持记号的一致性，我们有时记𝑇 为𝑇 *,0 ，记𝐾 为𝐾*,0.





𝑡 (𝑥, 𝑦) 关于常数𝑠 和𝜂满足条件(2.1.11) 和(2.1.12)，并且对每一𝑗 = 0, 1, 2, · · · ,𝑚，
存在核𝐾
*,𝑗,(𝑖)























𝑡 (𝑥, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑚)𝑓1(𝑦1) · · · 𝑓𝑚(𝑦𝑚)𝑔(𝑥)𝑑𝑦1 · · · 𝑑𝑦𝑚𝑑𝑥
(2.1.14)
对𝒮(R𝑛)中所有满足∩𝑚𝑘=1supp 𝑓𝑘 ∩ supp 𝑔 = ∅ 的𝑓1, · · · , 𝑓𝑚成立. 又假设存在一个
满足supp𝜑 ⊂ [−1, 1] 的函数𝜑 ∈ 𝐶(R)和一个常数𝜖 > 0 使得对于𝑗 = 0, 1, · · · ,𝑚
和𝑖 = 1, 2, · · · ,𝑚，我们有⃒⃒⃒



















其中𝑡1/𝑠 ≤ |𝑥− 𝑦𝑖|/2.
如果𝑇满足假设(H1)，我们说𝑇 是一个具广义Calderón-Zygmund 核𝐾 的𝑚-线性
算子.关于参数𝑚, 𝐴, 𝑠, 𝜂和𝜖满足(2.1.14) 和(2.1.15) 的函数𝐾构成的集类，记为𝑚 −
𝐺𝐶𝑍𝐾(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖).我们说𝑇属于集类𝑚−𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)，如果𝑇 有一相应核𝐾在𝑚−
𝐺𝐶𝑍𝐾(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中.
定理B(cf.[10] (命题. 3.1)) 假设𝑇是𝑚−𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中的多线性算子. 如果存在
某些满足1/𝑞 = 1/𝑞1+· · ·+1/𝑞𝑚 的1 ≤ 𝑞1, · · · , 𝑞𝑚 < ∞使得𝑇将𝐿𝑞1(R𝑛)×· · ·×𝐿𝑞𝑚(R𝑛)
映到𝐿𝑞,∞(R𝑛), 则对满足1/𝑝 = 1/𝑝1 + · · · + 1/𝑝𝑚的1/𝑚 ≤ 𝑝 < ∞, 1 ≤ 𝑝𝑗 ≤ ∞ , 下述
成立：
(𝑖) 当所有𝑝𝑗 > 1时, 则𝑇 可以延拓为𝐿
𝑝1(R𝑛)× · · · ×𝐿𝑝𝑚(R𝑛) 到𝐿𝑝(R𝑛)的有界算
子;
(𝑖𝑖) 当某些𝑝𝑗 = 1时, 则𝑇 可以延拓为𝐿
𝑝1(R𝑛) × · · · × 𝐿𝑝𝑚(R𝑛) 到𝐿𝑝,∞(R𝑛)的有
界算子，
并且，存在一常数𝐶(𝑛,𝑚, 𝑝𝑗, 𝑞𝑗) 使得
‖𝑇‖𝐿1×···×𝐿1→𝐿1/𝑚,∞ ≤ 𝐶(𝑛,𝑚, 𝑝𝑗, 𝑞𝑗)(𝐴+ ‖𝑇‖𝐿𝑞1×···×𝐿𝑞𝑚→𝐿𝑞).




𝑡 (𝑥, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑚) =
∫︁
R𝑛















若2𝑡1/𝑠 ≤ min1≤𝑗≤𝑚 |𝑥− 𝑦𝑗|, 且⃒⃒⃒



















对2|𝑥− 𝑥′| ≤ 𝑡1/𝑠 且2𝑡1/𝑠 ≤ max1≤𝑗≤𝑚 |𝑥− 𝑦𝑗|成立.
从 [10]中 命 题2.1 的 证 明, 我 们 知 道 条 件(2.1.15) 弱 于Calderón-Zygmund
核条件(2.1.10) ，且是后者的一个推论. 类似地，我们可以证明(H2) 弱
于𝐾(𝑥, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑚)的条件(2.1.10).
对𝑚 − 𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中具满足假设(H2) 的核𝐾 的算子𝑇 , 其相应交换
子𝑇Σ⃗𝑏和𝑇Π?⃗?的研究已受到广泛关注. 在 [17] ([26]), Gong 和Li ( Lian, Li 和Wu) 证
明了𝑇Σ⃗𝑏 (𝑇Π?⃗?) 是从𝐿
𝑝1(𝑤) × · · · × 𝐿𝑝𝑚(𝑤) 到𝐿𝑝(𝑤)有界的，其中1/𝑝 = 1/𝑝1 + · · · +
1/𝑝𝑚且1 < 𝑝, 𝑝1, · · · , 𝑝𝑚 < ∞ 及𝑤 ∈ 𝐴𝑝.另外，Ahn 和Duong[1] 建立了如下结果：
定理C(cf.[1] (定理4.5)) 令𝑇 是𝑚 − 𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中具满足假设(𝐻2)的核𝐾 的
多线性算子. 假设存在某些1 ≤ 𝑞1, · · · , 𝑞𝑚 < ∞ 和某个0 < 𝑞 < ∞ 满足1/𝑞 =
1/𝑞1+· · ·+1/𝑞𝑚，使得𝑇是𝐿𝑞1(R𝑛)×· · ·×𝐿𝑝𝑚(R𝑛)到𝐿𝑞,∞(R𝑛)有界的. 则对?⃗? ∈ 𝐵𝑀𝑂𝑚,
















比较定理A 和定理C中的结果, 由(2.1.9)，我们自然会问定理A 中的结果对定理C
中𝑇的相应交换子𝑇Σ⃗𝑏 是否也成立？对𝑇Π?⃗?又如何? 我们下面的定理将给一个肯定的回
答.
定理2.1.1. 假设𝑇 是𝑚−𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中具满足假设(𝐻2)的核𝐾 的多线性算子，
?⃗? = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑚) ∈ 𝐵𝑀𝑂𝑚. 如果存在某些1 ≤ 𝑞1, · · · , 𝑞𝑚 < ∞ 和某个0 < 𝑞 < ∞ 其
中1/𝑞 = 1/𝑞1 + · · · + 1/𝑞𝑚，使得𝑇 是𝐿𝑞1(R𝑛) × · · · × 𝐿𝑞𝑚(R𝑛) 到𝐿𝑞,∞(R𝑛)有界的，则
对1/𝑚 < 𝑝 < ∞, 1 < 𝑝1, · · · , 𝑝𝑚 < ∞，1/𝑝 = 1/𝑝1 + · · · + 1/𝑝𝑚, 𝑃 = (𝑝1, · · · , 𝑝𝑚),






























定理2.1.2. 假设𝑇 是𝑚−𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜖)中具满足假设(𝐻2)的核𝐾 的多线性算子，
?⃗? = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑚) ∈ 𝐵𝑀𝑂𝑚. 如果存在某些1 ≤ 𝑞1, · · · , 𝑞𝑚 < ∞ 和某个0 < 𝑞 < ∞ 其
中1/𝑞 = 1/𝑞1 + · · · + 1/𝑞𝑚，使得𝑇是𝐿𝑞1(R𝑛) × · · · × 𝐿𝑞𝑚(R𝑛)到𝐿𝑞,∞(R𝑛)有界的，则
对1/𝑚 < 𝑝 < ∞, 1 < 𝑝1, · · · , 𝑝𝑚 < ∞，1/𝑝 = 1/𝑝1 + · · · + 1/𝑝𝑚, 𝑃 = (𝑝1, · · · , 𝑝𝑚),
















注2.1.1 由于Π𝑚𝑗=1𝐴𝑝𝑗  𝐴𝑃 , 定理2.1.1 是定理C (即 [1]中定理4.5 ) 的一个本质改进.
另外，注意到我们条件(H1)和(H2)的正则性显著地弱于标准Calderón-Zygmund核的，




注2.1.2 在标准正则条件下，𝑇Σ⃗𝑏 和𝑇Π?⃗? 的弱型端点估计已经分别由Lerner 等在 [27]
(定理3.16)中及Pérez 等在 [32] (定理1.2)中建立. 然而，在(H1) 和(H2) 条件下，如何
建立相应弱型端点估计？这是一个有趣的开问题.
另外，定理2.1.1和定理2.1.2 可以用以下更一般的形式给出. 为了叙述这些
结果，我们需要引入一些记号.参照 [32], 对满足1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚的正整数𝑚和𝑗 ，我
们将{1, · · · ,𝑚} 的所有含𝑗 个不同元素的子集𝜎 = {𝜎(1), · · · , 𝜎(𝑗)}构成的集类记
为𝐶𝑚𝑗 ，这里若𝑘 < 𝑙我们总取𝜎(𝑘) < 𝜎(𝑙). 对任一𝜎 ∈ 𝐶𝑚𝑗 ，我们作补集𝜎′ ∈ 𝐶𝑚𝑚−𝑗 其
中𝜎′ = {1, · · · ,𝑚}∖𝜎，约定𝐶𝑚0 = ∅. 给定一𝑚-元函数向量?⃗?和𝜎 ∈ 𝐶𝑚𝑗 ，我们也用?⃗?𝜎记
由?⃗? 得到的𝑗-元向量(𝑏𝜎(1), · · · , 𝑏𝜎(𝑗)). 和𝑇Π?⃗?类似，我们对𝑚−𝐺𝐶𝑍𝑂(𝐴, 𝑠, 𝜂, 𝜀)中的𝑇，
𝜎 ∈ 𝐶𝑚𝑗 和𝐵𝑀𝑂𝑗中的?⃗?𝜎 = (𝑏𝜎(1), · · · , 𝑏𝜎(𝑗))，定义𝑗-阶累次交换子
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